Задачи с параметрами

Линейные неравенства

Общие сведения

Если в неравенстве некоторые коэффициенты заданы не конкретными числовыми значениями, а обозначены буквами, то они называются параметрами, а неравенство называется неравенством с параметром. 
Неравенство с параметром является семейством неравенств, рассматриваемых при фиксированном значении параметра. 

Решить неравенство с параметром означает, что надо решить множество неравенств, которые получаются из рассматриваемого неравенства, если придавать параметру конкретные числовые значения.

Неравенство с параметром должно быть рассмотрено при всех значениях параметра.

Для того чтобы решить неравенство с параметром надо: 

1) для каждого значения параметра найти все решения неравенства;

3) указать, при каких значениях параметра неравенство не имеет решений.

Задачами с параметрами являются, например, следующие задачи:
1) найти решения неравенства в зависимости от значения параметра;

2) найти значения параметра, при которых решения положительные (отрицательные, принадлежат некоторому промежутку);

3) определить, при каких значениях параметра неравенство имеет единственное решение;

4) определить, при каких значениях параметра неравенства равносильны.
Метод интервалов 
Решение неравенств  
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 методом интервалов 

заключается в следующем.
1) Находим ОДЗ неравенства. 
2) Из уравнения 
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 находим нули функции.
3) Наносим нули функции на числовую прямую с учётом ОДЗ неравенства. Нули функции разбивают ОДЗ на промежутки, в каждом из которых функция 
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4) Определяем знак функции 
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 в каждом промежутке, вычисляя значение 
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5) Выписываем ответ. 

Если решаем, например, неравенство 
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 то в множество решений неравенства входят те промежутки, в которых функция имеет знак плюс, а также те значения аргумента, принадлежащие области определения, в которых функция равна нулю. 
Если решаем, например, неравенство 
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 то в множество решений неравенства входят только те промежутки, в которых функция имеет знак минус. 
Примеры
Решить неравенства:
1. 
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Решения.
1. Приведём неравенство к виду 
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Обозначим 
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1) ОДЗ неравенства является множество 
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2) Найдём нули функции из уравнения 

[image: image16.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

130,

1,

430,

43

00

3.

3

30;

30;

хх

х

хх

хх

fx

х

х

х

х

ì++=

=-

ì

++=

é

++

=Û=ÛÛÛ

íí

ê

=-

-

-¹

-¹

ë

î

î


3) Наносим нули функции на числовую прямую с учётом ОДЗ неравенства. Нули функции разбивают ОДЗ на промежутки 
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, в каждом из которых функция 
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4) Определяем знак функции 
[image: image19.wmf]()

f

х

 в каждом промежутке: 
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5) Учитывая, что неравенство нестрогое выпишем ответ.

 Ответ. 
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2. Приведём неравенство к виду 
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Обозначим 
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1) ОДЗ неравенства является множество решений системы
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ОДЗ неравенства является множество 
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2) Найдём нули функции из уравнения 
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3) Наносим нули функции на числовую прямую с учётом ОДЗ неравенства. Нули функции разбивают ОДЗ на промежутки 
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[image: image29.wmf]()

f

х

 будет знакопостоянной.

[image: image843.jpg]


4) Определяем знак функции 
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 в каждом промежутке: 
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5) Учитывая, что неравенство строгое выпишем ответ.

 Ответ. 
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3. Обозначим 
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1) ОДЗ неравенства является множество решений неравенства
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ОДЗ неравенства является отрезок 
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2) Найдём нули функции из уравнения 
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3) Наносим нули функции на числовую прямую с учётом ОДЗ неравенства. Нули функции разбивают ОДЗ на промежутки 
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4) Определяем знак функции 
[image: image39.wmf]()

f

х

 в каждом промежутке: 
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5) Учитывая, что неравенство нестрогое к отрезку 
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 Ответ. 
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Линейные неравенства
Неравенства вида 
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 (строгие) называются линейными неравенство с параметром а.
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Примеры
Решите неравенства: 

1. 
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Решение.  
1. Возможны три случая.

а) Пусть 
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б) Пусть 
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в) Если 
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[image: image96.wmf]0

0

³

×

x

). 
2. Преобразуем неравенство 
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Итак, исходное неравенство равносильно неравенству
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Возможны три случая.
а) Пусть 
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в) Пусть 
[image: image114.wmf]2

90

a

-=

. 
При 
[image: image115.wmf]3

a

=

 исходное неравенство (так как оно принимает вид 
[image: image116.wmf]6

0

>

×

x

) не имеет решений.
При 
[image: image117.wmf]3

a

=-

 исходное неравенство (так как оно принимает вид 
[image: image118.wmf]00

x

×>

) не имеет решений.

3. Если 
[image: image119.wmf]0

=

а

, то исходное неравенство не имеет решений.
Преобразуем неравенство 
[image: image120.wmf]х

а

х

+

£

+

2

3

)

2

(

2



 EMBED Equation.3  [image: image121.wmf]а

а

х

а

а

2

3

2

3

2

-

£

-

Û

.

Итак, исходное неравенство равносильно неравенству
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Возможны следующие случаи.
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Итак, исходное неравенство равносильно неравенству
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Возможны следующие случаи.
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Ответы. 
1. Если 
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Основные задачи
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Решение. Неравенство не имеет решений, если 
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Итак, исходное неравенство равносильно неравенству
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Возможны следующие случаи. 
1. Если 
[image: image196.wmf]1
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, то множеством решений исходного неравенства является множество 
[image: image197.wmf]R

 (так как неравенство принимает вид 
[image: image198.wmf]3

/

1

0

£

×

x

).
2. Пусть 
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Ответ. Если а=1, то 
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Итак, исходное неравенство равносильно неравенству


[image: image227.wmf](1)2

хabab

+-³-+

            (6.1)

Возможны следующие случаи.
1. Пусть 
[image: image228.wmf]0

1

>

-

+

b

a

. Разделим обе части неравенства (6.1) на 
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2. Пусть 
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3. Если 
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Возможны следующие случаи.
а) Пусть 
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7. При каких значениях параметра а не имеет решений неравенство 
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Решение. Неравенство не имеет решений, если 
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Последнее неравенство, а значит и исходное неравенство, не имеет решений, если 
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 Ответ. 
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8. При каких значениях параметра а только отрицательные решения имеет неравенство 
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Решение. Имеем
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Итак, исходное неравенство равносильно неравенству 
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Множеством решений неравенства (8.1), а значит и исходного неравенства, является интервал 
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Отв. 
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9. При каких значениях параметра а множеству решений неравенства 
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Решение. Если х=1/(а+1) решение исходного неравенства, то
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Таким образом, х=1/(а+1) принадлежит множеству решений исходного неравенства, если 
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Ответ.  
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10. При каких значениях параметра а интервал 
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Итак, условию задачи удовлетворяют 
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2. Если 
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Последняя система не имеет решений. 
Из 1. – 3. следует ответ. 
Ответ. 
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11. При каких значениях параметра а интервал 
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Итак, условию задачи удовлетворяет 
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Ответ. 
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12. При каких значениях параметра а неравенство
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имеет единственное решение? 
Решение.
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Из системы следует: неравенство имеет единственное решение, если 
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Из системы следует: неравенство может иметь единственное решение только для тех значений а, для которых 
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13. При каких значениях а только три целых отрицательных числа принадлежат множеству решений неравенства 
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Решение. Найдём решения исходного неравенства.
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Множеством решений неравенства (13.1), а значит и исходного неравенства при 
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2. Если 
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         рис. 6.                                 
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Итак, если 
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, то множество решений исходного неравенства содержит только три отрицательных числа. 

3. Если 
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Ответ. 
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14. При каких значениях параметра а неравенство 
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Решение. Неравенство 
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 является следствием неравенства 
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 при тех значениях параметра а, при которых множество решений неравенства 
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Множеством решений неравенства 
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Ответ. 
[image: image383.wmf]3
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15. При каких значениях параметра k неравенство 
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Решение. Неравенство 
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Множеством значений параметра уравнения является множество 
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Так как при 
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Из последней системы следует:

1) если 
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Определим, при каких значениях параметра k
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Так как k
[image: image416.wmf]0
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 Ответ. 
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16. При каких значениях параметра а уравнение 
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  является следствием неравенства 
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Решение. Уравнение 
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 при тех значениях параметра а, при которых множество решений уравнения содержит множество решений неравенства.
1) Уравнение может быть следствием линейного неравенства при таких значениях параметра а, при которых уравнение имеет бесконечное множество решений; 

2) уравнение является следствием линейного неравенства при таких значениях параметра а, при которых они одновременно не имеют решений (они равносильны).
Множеством решений уравнения при 
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Ответ. 
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17. При каких значениях параметра а неравенство 
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Решение. Неравенство 
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Если 
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Обозначим коэффициенты при х: 
[image: image439.wmf]1

1

-

=

а

а

 и 
[image: image440.wmf]1

2

2

)

1

(

-

-

-

=

а

а

а

. 

Рассмотрим следующие случаи.
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а) Если 
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в) Исходные неравенства равносильны, если 
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Итак, если 
[image: image452.wmf]2

1

+

=

а

, то исходные неравенства равносильны.
2. Пусть 
[image: image453.wmf]1

1

21

2

0,

0,0,

0.

0;1;

(1)0;

а

аа

а

аа

аа

-

--

ì

<

<<

ì

ì

ï

ÛÛÛ<

ííí

<<

-<

ï

î

î

î

 
а) Если 
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. Множеством решений последнего неравенства, а значит и неравенства (1), является интервал 
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б) Если 
[image: image457.wmf]0
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, то неравенство (2) равносильно неравенству 
[image: image458.wmf]2(1)
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. Множеством решений последнего неравенства, а значит и  неравенства (2), является интервал 
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в) Исходные неравенства равносильны, если 
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 (интервалы совпадают). Так как 
[image: image462.wmf]0
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 является решением последнего уравнения.

Итак, если 
[image: image464.wmf]2
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, то исходные неравенства равносильны.
3. Пусть 
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а) Если 
[image: image466.wmf]1
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, то неравенство (1) равносильно неравенству 
[image: image467.wmf]3
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>-

. Множеством решений последнего неравенства, а значит и  неравенства (1), является интервал 
[image: image468.wmf])
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.

б) Если 
[image: image469.wmf]1
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, то неравенство (2) равносильно неравенству 
[image: image470.wmf]2(1)
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. Множеством решений последнего неравенства, а значит и  неравенства (2), является интервал 
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Если 
[image: image472.wmf]1
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, то множества решений неравенств не совпадают ни при каких значениях параметра а. Поэтому исходные неравенства не равносильны. 

4. Пусть 
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Последняя система решений не имеет. 
Ответ. 
[image: image474.wmf]{
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. 
18. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение
 
[image: image475.wmf]2
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 и неравенство 
[image: image476.wmf]3
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 равносильны. 

Решение. Уравнение 
[image: image477.wmf]0
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 равносильно неравенству 
[image: image478.wmf]0
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 при тех значениях параметра а, при которых множество решений уравнения 
[image: image479.wmf]0
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 совпадает с множество решений неравенства 
[image: image480.wmf]0
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. 

1) Уравнение может быть равносильно линейному неравенству при таких значениях параметра а, при которых уравнение имеет бесконечное множество решений;

2) уравнение равносильно неравенству при таких значениях параметра а, при которых они одновременно не имеют решений. 
Возможны два случая: 
а) уравнение не имеет решений;
б) уравнение имеет бесконечное множество решений.
Так как при 
[image: image481.wmf]1
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 уравнение и неравенство не имеют решений, то в этом случае они равносильны. 

Если 
[image: image482.wmf]0
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, то множество R является множеством решений и уравнения, и неравенства (они соответственно принимают вид 
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0

-

³

×

х

). Итак, если 
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, то уравнение и неравенство равносильны. 

Отв. а
[image: image486.wmf]}
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19. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение 
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 равносильны.
Решение. Возможны два случая: 
а) уравнение не имеет решений;
б) уравнение имеет бесконечное множество решений.
1. Если 
[image: image489.wmf]2
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, то уравнение не имеет решений. Легко проверить, что неравенство, если 
[image: image490.wmf]2
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 имеет решения. Значит, если 
[image: image491.wmf]2
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, то уравнение не равносильно неравенству.

2. Если 
[image: image492.wmf]0
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 является множеством решений исходного уравнения (так как оно принимает вид 
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Если 
[image: image495.wmf]0
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, то множество R является множеством решений исходного неравенства (оно принимает вид 
[image: image496.wmf]3
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Итак, если 
[image: image497.wmf]0
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, то уравнение и неравенство не равносильны (множество решений неравенства не равно множеству решений уравнения).

3. Если 
[image: image498.wmf]4
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[image: image499.wmf]Æ

 множество является множеством решений как исходного уравнения (так как оно принимает вид 
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[image: image502.wmf]4
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, то уравнение и неравенство равносильны.

Ответ. 
[image: image503.wmf]4
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.
Неравенства, сводящиеся к линейным
20. Решите неравенство 
[image: image504.wmf]0
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Решение. 1. Так как при 
[image: image505.wmf]0
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 неравенство принимает вид 
[image: image506.wmf]0
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[image: image507.wmf][0;)

¥

.

2. Так как при 
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 исходное неравенство принимает вид 
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, то его решением является множество R. 

3. Если 
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[image: image511.wmf]0
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а) Пусть 
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Итак, если 
[image: image523.wmf])
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, то решением совокупности (20.1), а значит и исходного неравенства, является множество 
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 (рис. 7). 

б) Пусть 
[image: image525.wmf]1
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[image: image526.wmf]1
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Из а) следует: если 
[image: image527.wmf]2
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 и 
[image: image528.wmf]0
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, то множеством решений неравенства 
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. Тогда, если 
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[image: image536.wmf](2;1](0;2]
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.
Итак, если 
[image: image537.wmf](2;1](0;2]
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, то решением совокупности, а значит и исходного неравенства, является множество 
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 (рис. 8).  
4. Если 
[image: image539.wmf]0

2

<

+

а

, то есть 
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Так как 
[image: image543.wmf]2
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, то 
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. В этом случае (рис. 9) промежуток 
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 является решением совокупности, а значит и исходного неравенства.
           Рис. 9          
Ответ. Если 
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21. Найдите, при каких значения параметра а хотя бы одно решение неравенства 
[image: image554.wmf]1
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 отрицательное.

Решение. Имеем
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Из последнего неравенства следует, что множеством решений исходного неравенства является интервал 
[image: image556.wmf](
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Ответ. 
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22. При каких значениях параметра а неравенство 
[image: image559.wmf]a
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Решение. Сделаем замену 
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Отметим, что исходное неравенство и неравенство (22.1) имеют решения при одних и тех же значениях параметра. 
Рассмотрим неравенство (22.1).

1. Если 
[image: image564.wmf]0
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, то неравенство (22.1) имеет решение (так как оно принимает вид 
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). Значит, и исходное неравенство имеет решение.

2. Если 
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Пусть 
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 EMBED Equation.3  [image: image578.wmf]03.
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Неравенство (22.1), а значит и исходное неравенство имеет решение, если 
[image: image579.wmf]]
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[image: image581.png]te



 рис 10.

3. Если 
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 EMBED Equation.3  [image: image585.wmf]0
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 EMBED Equation.3  [image: image589.wmf]0

t

 имеет решение (рис.11), если 
При условии, что 
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Неравенство (22.1), а значит и исходное неравенство имеет решение, если 
[image: image593.wmf])
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 рис.11 

Ответ.
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23. Решите неравенство 
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Решение. Неравенство не имеет решений, если 
[image: image599.wmf](;0]
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Возможны три случая.

1. Если 
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 EMBED Equation.3  [image: image602.wmf]х

1

>

. Множество  
[image: image603.wmf]Æ
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2. Если 
[image: image604.wmf]1

а

>

, то есть 
[image: image605.wmf])

;

1

(

¥

Î

а

, то исходное неравенство равносильно неравенству  
[image: image606.wmf](

)

23222214

axaxaaxa

-->-+Û->+

.
Итак, если 
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Так как 
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3. Если 
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Итак, если 
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Возможны следующие случаи.

а) если 
[image: image617.wmf]0,5
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, то множеством решений неравенства (23.2) (неравенство принимает вид 
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Если 
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в) Пусть 
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Если 
[image: image625.wmf])
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Ответ. Если а=1/2, то 
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24. При каких значениях параметра множество решений неравенства 
[image: image638.wmf]2
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Решение. Основание логарифма больше единицы, так как 
[image: image639.wmf]0
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Итак, исходное неравенство равносильно неравенству
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Пусть 
[image: image644.wmf]а
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Множеством решений неравенства (24.1), а значит и исходного неравенства, является промежуток 
[image: image645.wmf])
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Ответ. 
[image: image653.wmf]1

0

£

<

а

.
25. Найдите область определения функции
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, где а параметр.

Решение. Область определения функции находится из системы 
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Множеством решений неравенства последней системы, а значит и областью определения данной функции, является интервал 
[image: image658.wmf])
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Ответ. Если 
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27. Найдите все значения параметра а, при которых равносильны уравнение 
[image: image662.wmf]()lg(21)0
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 неравенство 
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Решение. Рассматриваемые уравнение и неравенство
1) могут быть равносильными, если они имеют бесконечные множества решений при одних и тех же значениях параметра; 
2) они всегда равносильны при тех значениях параметра, при которых они одновременно не имеют решений.
Так как уравнение не имеет решений, если 
[image: image664.wmf]2
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 множества решений неравенства и уравнения не совпадают, то в этом случае они не равносильны.

 Ответ. 
[image: image673.wmf]2
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28. Найдите все значения параметра а, при которых равносильны неравенства 
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Решение. 1. Рассмотрим неравенство 
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Если 
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Если 
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Таким образом, если 
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Таким образом, если 
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2. Неравенство (2) равносильно неравенству
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Промежуток 
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Из 1. и 2. следует: 

а) если 
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б) если 
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Ответ. 
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Упражнения
1. Решите неравенства:  
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16. Найдите область определения функции 
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